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—Resumer:—En-este -trabaio ss presenta un algoritmo jj}.gm}év:ij:;cjwp_a;amrggo}_wal:
ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman asociada a la funcion de costo doptimo
problemas de control de sistemas econdmicos oue involuoran la sxplotacion
recursos no renovablss. Tambign estos problemas aparecsn =n 2l control

sistemas monetarios cuando s0lo se considera en =l mismo la  ifweccion

recursos. En ambos casos 1os controles utilizados son mondtonos (no orecientes o

no decrecientes), pudiendo ser incluso discontinuos. Un estudic cssi completo

=ste problams o de la caracterizacion tedrica de su solucidn ha sigo realizado

de

an

[11 En ese articulo  la solucion del problems ousda reducida 2l tratamiento de uns

inecuacidn cuasivariacional eliptica  en 2] intervalo [0,T) En estz trabaio

=e

realiza una extersion de la metodologia presentada en [7] 2l analisis o solucion

rumarica de esta inecuacion, dando un algoritmo de resclucidn, propiadades

(=]

convergencia del procedimiento de discretizacion u 1os resultados computacionales

obtenidos al resolver con este método un =2jemplio presentado en (i)
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I-Introducecion
Se comsiderz un problema de control optimo de sistemas dinamicos descriotos por

ecuzciones difererciales ordinarias. El sistema es unidimensionzal o el interwalo de

-

ismpo en consideracion es finito; el funcional a optimizar == cuadratico y toma 1z

isuierte forma axplicita

0}

T
min | &% { n us—per 4k - }as )
[=IOT A - ’

siendo

o ec la varizble de control 4y pertenece a %+ = [0,

El problema de minimizacion estudiado es con condicion2s iniciales libres, por lo
gue realmente el minimo debe buscarss con respecto a W@, ol

Ce tiemns en consecuencia gue J 25 una variable no decreciente, de alli 21 nombre
de controles mondtonos  gus r*eciben_ este tipo de problemas, d4a ogue pudes
considerarse & y como la variable ﬂe cortrol.

o es 2] coeficiente de act,ualizacibn, h-y k son coeficientes de ponderacidon gy f es
ura tragectoria deseakle a perssguir.

Estz tipo de problemas aparecen en cuestiones econdmicas como el control de la
politica monetaria, donde p representa la inueccidn de circulante e u 25 el stock
monetario. Problemas similares tienern lugar cuando se considerz el comtrol de la
explotacion de recursos no rerxe'\}ablas, como Jacimientos de petrdles o minerales,

bosgues, politica pesouera, eto.

En [i] se ha presentado la casracterizacitn de la solucién de este problema

utilizardo la metodologla de inecuaciones variacionales en espacios de Sobolew.

Definiendo
£ b

YLy = j uis) ds Fit) = j Feo ds
o a

se obtien= la siguierte ecuacion diferencial de optimalidad parsz

Y4 (Y —F +F" =0 en (0T 7

(45
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con condicicnes de fronters

yili= 0 (S}
W{Ti= F(T )

Eztaz condiciones pusder ser obtenidas tambisn  directamerie aplicando 21
princicio de maximo de Pontriaguin En particular (8) es consecusncia directz de
considerar la optimizacidn bajo condiciones iniciales libres para i)

La solucicon deseada de (4) posee la siguiente propiedad de minimalidad:

Teorema:
¥y guenll0T) Yuel 7y

siendo

o= { DEHHOTI /W0, W —u<FY o F, wd:0, uhrEm :

La demostracion esid contenida =n (1]

El conjuntce U es llamado el corjuntc de supersciucionzs. En base a la

caracterizacion dada por el tecrema para el elementc V¥, el problama original gueda
reducido a determirar el elemento minimo de U FParaz hallarlo ruméricamente se
desarrolla un procedimiento de discretizacidn aplicardo la metodologia presentads
en [71 El método estd basado en el empleo de elementos finitos linealss u en 2]l uso

de discrstizaciones débiles de las condiciones gus intervienen en (8

I E1 problema discretiZzado g sus soluciones

realiza una aproximacidn exterma del espasic HAOT! wtilizandc elementos

Lo
g

finitos linsales (elementos de H‘[D,‘Tl‘, Mamamos W' &l conjunto de estos slemertos)

En consecuencia estas funciones aproximantes guedsn determinadas sor los wvalores

oue asume =en los nodos de lz discretizacion En este caso unidimensional estos
N

valores =eran { para una particion uriforme de [0,7) ¢

[
il

k=0, .., i

-

lLa discretizacidn de las restriccionss gque definen U determinan un comjunto de

h

supersoluziones discretas U guea tiene lz sigulente forma:

5 (41-14) } am
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Gl w0
b ; =Ty 17
i “hu = Tl f
B anay P gy
o geay 3 Dl eliA) 2+u D ile—1)8) k=1, rg—1i U
o L R ‘ 2
O geay w | WD) U kDA gy Erge) _5'.__‘ k=41 (14)
[ A% bzea
La funcion Yb,. slemants minimo de Uh esta caracterizado por las cordiciones:
M =0 )
Y i) = FeT) ae
h | e na =8 [Yaena N-na a2 |
¥ kA =max — — . . 5 = + FlkA) — FUikA)f <2
z A . } 2+a%)
k=1 ,arip—1 )
Sz introduce =1 operador P Nh -+ Nh de lz siguiernts forma
@ =0 am
Eu () = FD U
- i h, b N [ P as Fioo  gnan
ERpT— (et 1) M08 [ e 108 ey ,_.,..(w] 8 @}
| 2 A® 1 2a%)
Zm

monStono, W deja invariante al ocondunto U

bisn P no es contractivo . =i lo es la potencia iy, del

Esiz operador es

demostraree gus si

mismo.

Tambign pusde

o ~h _ .. i . = . -
Llamands ¥ ' &l dnico punto fijo de P h 25 decir llamando % 3 la unica solucicn de

1z ecuacion:
e i
;“,.}l = P il \‘/h

ol 1 L . P . il
g por io tanto tambizr sclucion de la
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cazracterizada la solucion del

Pe permite definir un slooritmo para calouls

0D Selucion del ooblema discretizado

La demostracion del teorema ogel punto fijo nos sugiere el siguisnte alooritme pars

oompt

ALGORITHO

Faso 0 £ Wh, hacer v=0

Fa=o i
7 DES NI

algoritmo termina en un numero finito de pasos o geEnera una sucesion de

Puede observarsze tambien, en viriud de las propiedades de 'Ph. aus Si

pertenecients a U, la sucesidn ¥  verifica:

My Convergencia de las soluciones aproximadas

Lz zolucion "T'h del problema discretizado converae uniformemente haclia la funcicn
¥ solucidon de (4 cuando My = o= G+ O

Er efecto w =n virtud del tipo de discretizacidn empleads, se obtisns gue ss valido
un orincipio de marino discreto 1o oue implica )z convergencis aniforme de las

aprozimaciones ( ver [4], [E] ). Pudiéndose demostrar ademis aue
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) Ejemplo de aplicacion

Se considera uno de lose problemas dados en [1] donde:

T= =

fit) = sent)

Luego

Fi)= 1— cos(t)

La solucién numérica se calould tomando una particion o=l (Qml con r =100

La solucien exacta es

ot ei t € (0

+ 1— cost)

siendo

x = 1793308, . . 2l purto g2 conmutacion de la politica optima { p=0 en (D,x) )

cy= —0.0020823877. ..

Y¥og la ndné&rica

El grror maximo

=]

zolusién numérica Y7 del problemz o en la arafica I

8l error ¥ — YD

Conclusionss:
Er este btrabajo, ziguiendo lz sugerencia expussta =n [43, pag 305 se e realizado

una apliczoidon de 1z metodolooia aestablecidz en [8] al problema de conirol ophimo

oontimues v cortroles monotonos. El metodo =sbii basado

ar 12 Sopoles HAOTI por medic de slementos

finitos lireales y discretizacionss gue satisfacen un PHD , sonstitugends asi una
extension del procedimiento presentacdo en [5), [7), para solucionar oroblemas de

control optimo estocasticos modelizados con difusiones continuas.

El procedimiento ez sbsolitamente converoents, obteniédndose ademas corrssrgsnciz
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monatona en el caso de slegir como punto inicial para el algoritmo iterativo una

dizoreta Yhg En virtud
Y se demuesira unz estis
Lipee
i e V< -2
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