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ritmo numérico para resolver la 

ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman asociada a la fojnción de costo óotímo cte· 

problemas de control de sistemas económicos que involucr·an la explotación de 

recursos no renovables. También estos problemas aparecen en el contr·ol de 

sistemas monetarios cuando sólo se considera en el mismo la in<,~ección de 

recursos. En ambos cásos los controles utilizados son monótonos <no crecientes o 

no decr-ecientes), pudiendo ser· incluso discontinuos. Un estudio casi corropleto ele 

este problema \,1 de la caracterización teórica de su solución ha. siqo realiza.do en 

[11 En ese artículo la solución del problema. queda t"educida al tratamiento de una 

inecuación cuasi·-.Ja.riacional elípt.ica en el intervalo [[I,TJ. En este traba.jo se 

realiza una extensión de la metodología pr·esent.ada en [7) al an~.lisis ,,.. solución 

numérica de esta inecuación, dando un algor·itmo de resolución, propiedades de 

convergencia del procedimiento de discretización \o! los resultados computacionales 

obtenidos al resolver con este método un ejemplo presentado en [i) 
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1-lntroducción 

Ee considera Ltn oroblerna de contr·ol 6ptirno de sist-em.~.s dinamicc.~s descr·ü:.rt.os- par 

ecuaciones dife¡-·enciales or·dinat-·ia.s. El sist.erna. e:. unidimensional 1d el inter·'Jalo de: 

t-iempo en consü:ieracü:~n es fi-nit.o_; el fun::iona.l a optimizat-· e.:. cuadr3.t.ico y t.om.:;. 1.3 

si·3uiente for·n12 explícita 

m in 
p(.) 

siendo 

T 

J 
o 

e -o:;s { h [r:~(s)-f(s)J- + k [p(s)-f'(s)J2 } ds 

p es la . ..___.·=.riable de control y pertenece a % + = [O~oc·) 

(i) 

El pr-cJblema. de minimización estudiado es con c:oncüoiones inicia.les libres_. por lo 

que r-ealmente el mínimo· debe busca.rse con respect.o a. y(Q)_. crr;.) 

Se tiene en consecuencia que '=' es una variable no decre~~ient...e.. de alli el nornbre 

de cont.roles monótonos que reciben est.e tipo de prc;blem.as, ~·3. que puec~e 

considei-·arse a y como la \iariable: de contr·ol. 

tX es el coef icient.e de a.ctualización.. h ·y k son coeficientes de ponderación y f es 

una tr·a<,~ecloria deseable a per·seguir. 

Est.e t.ipo de problemas aparecen en cue~tiones económicas como el control de la. 

0oliüca monEtaria, donde p representa. la inyección de cü-·culante e y es el stock 

rr.onel.ar-io. Pr·oblemas similat-·es tienen lugar cuando se consider·a el oontt-·ol de la 

exolot.a.ciOn de r·ec:r_~r·sos no ro:nO\/ables, corno ';:~a.cimient.os de pet.!-.Óle;;J CJ minerales:1 

bosques, polític.3. pesquer·.3., etc. 

En [iJ se ha pr·esent.ado la ca.ract.erizaoi6n de la solución de este problema 

utilizando la. metodología. de inecuaciones ·._¡ariacionales en espacios de. Sobolev. 

Definiendo 

'{(t_,) 

t 
J y(s) ds 

[¡ 

t J f(s) ds 
D 

se obtiene la siguiente ecuacü:)n diferencial de opt.imalídac{ o.3.r·.3 

+ (Y- F + F" )- [1 
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con condicione.=. de fr-·ont.er·a 

{(0)= o (5) 

(6) 

E:=:.t.a.s concüoiones pueden ser obtenidas tamt;1en directa.me~-; .e aclicandc~ el 

princi!="'lD de máximo de Pontr iaguin. En oar·tlcular (6) es consee:u(?riCla. direct--=- dt~ 

consjder-·ar la optimiza.ción bajo condiciones irúcia.les libres pBr·a ~(0) 

La solución deseada de (4) oosee la siguiente pr·ooiedad de minima.lidad" 

Teor·ema: 

·1 S: u en [O,TJ. V u E U 

s1endo 

U = { u E: H2 [0,TJ 

La c~emostrac:ión está contenid.3 e\'i [iJ 

El con.junt.o U es llamado el conjunte de super- soJ.uci•:snes. En base- a. la 

caracter-ización dada por e=l teorema para !21 elementc• Y, el or·oblem,;;¡_ or-iginal queda 

reducido a determinar el elemento mínimo de U Para hallado numéricament.e se 

desarr·olla un pr-ocedimiento de discret.iza:oión aplicando la metodologia. pr·esent.ada 

en [71 El rnét.odc.l está bas~do en el emolec~ de elementos finitos lineales ~ en El uso 

de discr·et.iza.ciones débiles de la.s condiciones aue int.er\__.ienen en (8) 

11 El problema discreti.Zado y sus soluciones 

~;e r-~·3.liza. una. aproximación externa del e.spa.cio H2[0¡TJ ut.iliz-3.ncto elem2ntos 

finit-os lineales (elemento~- de Hi.[O_,TJ)¡ Cllama.mos. wh a.l cDnjunto de est.G: 2lement...~~s.i 

ctue a.sume en los nodos de la. discret.ización. En este casa uni.cümensiona.l est-os 

·.-~alor·es seran \ oa1-.a una oarticiOn uniforme de [i),TJ ) 

L.a. discr·et.ización de las r-estricciones aue definen !,_) det.ermin_;¡_n un conjunte~ de 

:=upersoluciones discr-et-as l,_)h Que tiene la. siguient.e f·or·ma.· 

(11]) 
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J1 (Q) :;:; o <.11) 

k=i, ... ,n..,-1 (!3) 

k=1 ..... ,n~.-1 li4) 

La ft.tnoión yt::•, Ei!lemento mínimo de \Jh está caracterizado por· las condiciones: 

yh (O) = o (15) 

(16) 

.k=i, ... ,n,.,-1 (17) 

Se mtr·oduoe el operador P: Wh -+ Wh. de la siguiente for-ma 

(18) 

(19) 

(20) 

Este c•per·ador· es mon6tono, ·\.1 deja invat-·i.;;.nte al conjunto uh. También puede 

demostt-·arse que si bien P no es contr·activo .. si lo es la potencia nh del mismo. 

Llamando yh a.l único punto f'i;io de Pnh es decir llamando yh a la única soluoi6t-t de 

la ecuación: 

__ ,_ ñh -h 
V''= P y' 

. • ... ¡-, t-
r·esult.a tamb1en 'y = y·' \,1 por· le· tanto t-ar:'bler. solucior. de ia eouacion 
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.h 

F'35C' o 
F'?..SO 1 

F·a::.o 2 

Paso :::: 

es 

S1 ~::=s \';..: = \r'u+i ir a 3; .sino, hacer-· .t'-=u+i e 1r a i. 

Hacer v·f-, = 'lv y PBrar·. 

Queda a.;:¡ 

Este algoritmo Germina en un nUmero finito de pasos:: C) ~::=2nr:~t'3. unB sucesion de 

~ < í 

u 

Puedf~ obser- .. /arse t.arnbién,. en \.Jirtud de 1-~s propiedades de Ph. •J;ue s1 se elige y' 0 

perteneciente a uh, l-::i sucesión Y u ·v·eri fica: 

'-¡L' ¿ 
,. 
YU+Í 

íVl Conver'gtiiela de las soluciD~"o...-:.s ;mrox.i.madas 

La. solución -./h del problema discre.t.izado cc~n~./t:rge uni-f'ormem'=nt.e hacia l2. función 

·y' solución de (4; cua.ndo nh -t C:CI (fj -t 0). 

F-n efecto Id en ui!-.t.ud del tipo de discretización empJ.e.:::td::J ... se obtiene aue es \<'élido 

acwoximaciones i \ler [4]_. [6J J. Pudiéndose demostrar además que 

~1071-



¡¡yh_\'JI::;:Ch 

V> ~o de aplicación 

Se consíde¡~a uno de los pr·oblemas dados en [!J donde: 

T= ·n 

f(l) = sen(t) 

Luego 

F(l)= i- cos(t.) 

La sol•Jción n•Jmérica se calc•JlÓ tomando una oar·tíci6n .:;el LD.n) con nh=iOO 

La solución exacta e: 

si tE (Q,x) 

Y (t.) { 
si tE \x,n) 

siendo 

i.753508 ... el punto de conmutación de la política Óptima p:O en (O,x) ) 

C= 0.7775233 ... 

Ci= -0.0020895877. 

El err·ar- máximo übtenídc• entr·e la. soluci6n exacta. Y 1::.1 la numér·ica \lh es 7.37 10-2 

En la gráfica 1 se muest.r.a la soluci6n numérica yh del problema y en la gráfica ll 

el er-ror Y - yh 

Conclusiones: 

En este tr·abajo, sig•Jiendo la sugerec.cia expuesta en U.J .. pag. 305 se ha r·ealíza.do 

una aplicación de 12 met.odologia establecida en [8] al p¡-oblema de co!"'tr·ol Ópt.imo 

contin~-~o con cr-·iterios cuadrático;; y controles monQt.onos. El método está basado 

::=n la -=.r:·rc:Gdr:'lación ext .. et-r:-?. del e:Sf-)3.c:ic de SobolE:!·.-· H2fD.TJ pe·¡-- m~dío ~!e ele::ment.os 

finitos lir.eales y discr·etiza.c10nes que satisfacen un P f·1.D. , conslit.•.J\:!endo así una 

extensión del procedimiento presentado en [51, [7], para solucionar problemas de 

control Ópt.imo estocásticos modelizadc.s con di fusiones cmnt.inuas. 

El procedimiento es absolutamente convergente, obteniéndose además con·.¡;:rger,cia 
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mcnót.ona en el case. de 2legü-· como ountc' inicial D3ra. el a}gor·itmo iterativo L!n& 
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